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Моделирование магнитогидродинамических волн на поверхности 
жидкости конечной проводимости 
Аннотация. Рассмотрена задача о распространении 
магнитогидродинамических волн на свободной поверхности жидкости с 
конечной проводимостью. Система уравнений магнитной гидродинамики 
сведена к одному уравнению в частных производных второго порядка для 
вихря магнитного поля. Представлено решение этого уравнения в виде 
прогрессивной волны.  
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Введение. Магнитогидродинамические (МГД) поверхностные 
волны распространяются по свободной поверхности 
электропроводной (проводящей) жидкости при наличии магнитного 
поля. Поэтому исследование этого процесса представляет 
практический интерес в ядерной энергетике, металлургии и 
астрофизике. Для идеально (бесконечно) проводящей жидкости 
решение нелинейной задачи о МГД поверхностных волнах приведено 
в работах [1], [2]. Для случая свободной поверхности слоя текущей 
идеально проводящей жидкости решение получено в [3]. Линейная 
задача о МГД волнах на поверхности бесконечно глубокого слоя 
жидкости конечной проводимости рассмотрена в [4]. Полученное в ней 
решение представляет незатухающую по глубине волну, что 
физически мало содержательно. В настоящей работе эта задача сведена 
к одному уравнению, решение которого дает затухающую по глубине 
волну. 
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 Математическая модель. Рассмотрим систему уравнений магнитной 
гидродинамики для несжимаемой жидкости, обладающей конечной 
проводимостью [5], [6]: 
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Здесь r  - плотность, P  - давление, v  - скорость, g  - ускорение свободного 
падения, 1B  - вектор магнитной индукции, 
1
1
mv sm=  - магнитная вязкость, в 
которой с  - скорость света, s  - электропроводность, 1m  - магнитная 
проницаемость. 
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Введем декартовую систему координат так, что невозмущенная 
свободная поверхность жидкости совпадет с плоскостью 0z = , а ось z  
направлена против вектора g  . Далее предположим, что величины не зависят 
от y  и компонента скорости по оси y  равна w 0= . 
В выбранной системе координат при сделанных предположениях 
граничные условия запишутся следующим образом: 
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3. 2B  и 3B  не должны возрастать при z ¥  
Краевая задача. Рассмотрим плоское волновое движение жидкости в 
случае распространения по свободной поверхности установившейся волны. 
Ось x  выберем в направлении распространения поверхностной волны. 
Предполагается, что векторы магнитной индукции невозмущенного 
магнитного поля 01 02 03, ,B B B    в областях 1,2,3 параллельны оси x . При 
распространении волны магнитное поле будет записываться в виде 
0i i wiB B B= +
    , 1, 2,3.i =    
В качестве малого параметра примем 
maxke x=  
где 2k pl=  - волновое число, l  - длина волны, maxx  - максимальное значение 





 Введем безразмерные параметры: 









































Тогда уравнения в безразмерном виде запишутся следующим образом 
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=Q , 0с - фазовая скорость гравитационной волны. Возьмем 
дивергенцию от первого уравнения системы (8): 
( )2 1 0.xp bD +Q =     (10) 
Взяв от первого уравнения системы (7) ротор, получим: 
                         2 ,A
t x
ww ¶¶ =Q¶ ¶         (11) 
где rot vw=   , 1A rot bw =   . 
Применив ротор к третьему уравнению системы, получим: 
                                 v ,A m At
w n w¶ =-D + D¶ (12) 
Продифференцируем уравнение (11) по x : 
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Решение задачи. Решение будем искать в комплексной формe: 
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Тогда уравнение (13) примет вид: 
( )2 21 0m Av mg q wé ù- - + =ê úë û  
 Из уравнения получаем ( )2 21mv mg q= - -  
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Т.к.  11 ,xz bb
z x
¶¶ =-¶ ¶ то ( )1 R Ib z t i x t a zx
b m B e
x
g g+ + + +¶ = -¶ . 
Отсюда  ( )1 R Ib z t i x t a zxb m B e
x i
g g+ + + +¶ = -¶ . 
Выразим коэффициент B через A : 
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Тогда компоненты поля имеют вид 
( ) ( )
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Найдем компоненты скорости из уравнения из уравнения (13) 
Будем искать v - компоненту скорости в виде: 
( )v= R Ibz t i x t azV e g g+ + + +  
Тогда
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Из равенство нулю дивергенции скорости найдем u-компоненту скорости, 
тогда компоненты скорости имеют вид: 
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Из граничного условия xB x
x¶= ¶  найдем форму свободной поверхности: 
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R I R It i x t t i x tAi H e e
m
g g g gx + + + += - - -  
Таким образом, исходная линейная система уравнений сведена к 
уравнению второго порядка для вихря магнитного поля. На основании 
найденного решения для вихря магнитного поля определены скорость, 
давление и форма свободной поверхности 
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